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INTRODUCERE

Analiza empirica §i cercetarea teoretica privind deciziile economice, organizarea,
comportarea si schimbarea economico-sociald sub toate aspectele, permit mbunatatirea
intelegerii asupra modalitdtilor In care cunoasterea umand (cognitiva, informationald si
analiticd) influenteaza activitatea structurilor economice si sociale la scard micro si macro-
comportamentala. Intelegerea relatiilor de granita dintre economic-social si celelalte stiinte
(fizica, matematica, biologie, fiziologie, psihologie, drept, antopologie, sociologie, etc...)
joacd un rol deosebit de important astdzi, cand tendintele de globalizare se resimt nu numai
in domeniul schimbului economic si informational ci si in acela al stiintelor
»fundamentale”. Printre aceste eforturi relatia dintre fizicd §i economie-social a devenit
privilegiata, a fost definitd chiar o noud ramurd de cercetare econo-fizica, care abordeaza
analiza fenomenelor economice din prisma teoreticdi comuna atit a cercetdtorilor din
domeniul economico-socila cat si a fizicienilor.

Este un lucru general acceptat ca economia apartine clasei sistemelor complexe i
din punctul de vedere al fizicii trasaturile dinamice fundamentale trebuie descrise atit prin
modele deterministe cét si prin modele stohastice, respectiv prin analiza statistica [1-4].

O credintd acceptatd de majoritatea cercetatorilor in teoria economico-financiara
este aceea ca seriile temporale ale preturilor bunurilor sau fenomenelor economice sunt
nepredictibile. Aceastd credintd este piatra de temelie a descrierii dinamicii preturilor ca un
proces stohastic. In fizica este recunoscut de multi vreme (incepand cu anii 80) faptul ca
seriile temporale ne-predictibile si procesele stohastice nu sunt sinonime. In mod special,
teoria haosului, a aratat cd serii temporale nepredictibile se pot obtine si pentru sisteme
deterministe neliniare. Rezultatele obtinute in studiul sistemelor fizice si biologice a
declansat un interes si asupra studiului sistemelor economice, studii empirice si teoretice au
investigat daca evolutia temporard a preturilor bunurilor pe pietele financiare poate fi
datorata fundamental unei dinamici neliniare deterministe a unui numar limitat de variabile.

Unul dintre scopurile cercetatorilor care studiaza piata financiara folosind metodele
dinamicii neliniare a fost acela de a reconstrui atractorul straniu ipotetic prezent in evolutia
temporal haotica si in a-i masura dimensiunea. Reconstructia atractorului fundamental si a

dimensiunii lui nu este o sarcind usoara, probabil estimarea dimensiunii da valori relativ



mari (mai mari ca sase). Pentru un astfel de sistem haotic este mai degraba dificila
distinctia dintre o evolutie haoticd temporald si un proces aleatoriu, in special daca
dinamica neliniard caracteristica este necunoscutd. Stim si faptul ca manifestari cu aparenta
stohastica, care pot trece majoritatea testelor de manifestare aleatoare, pot fi reproduse de
catre sisteme dinamice, deterministe, avand insd un numar mare de grade de libertate.
Dintr-un punct de vedere empiric, este dificil sa discrimindm intre ipoteza aleatoare §i cea
haotica.

In general putem presupune ci sistemele economice complexe pe care incercim sa
le analizdm sunt compuse din ambele tipuri de manifestdri, avem atdt o componenta
deterministd cat i una aleatoare, stohasticad, ponderea fiecarei componente fiind
determinatd de o multitudine de factori. In ultima vreme existi din ce in ce mai multe
dovezi privind evidentierea manifestarilor deterministe in activitatile economico-socilale,
fapt care ne permite sa modeldm anumite fenomene economice folosind o dinamica
neliniard manifestd, si pe baza datelor privind evolutia acestor modele, prin comparare cu
evolutiile din viata reald sd imbunatatim si sa adaptdm aceste modele.

Modelarea pietelor financiare 1si gaseste aplicatii directe provenind din teoria
sistemelor haotice dar si a sistemelor adaptive. Pietele financiare sunt vazute ca sisteme
evolutioniste la care iau parte diferite entititi competitive avand strategii de comert diferite.
Agentii sunt considerati rationali in sensul cd urmeazd strategii care s-au dovedit
competitive in perioadele anterioare. Modelele evolutioniste pot explica fapte observabile
de mare importanta precum cozile largi, gruparea volatilitatii (estimata ca deviatia standard
a modificarilor de pret pe o anumitd fereastra temporald) si memoria de lungd durata

(datorata prezentei corelatiilor la mare departare) a seriilor reale financiare [5-6].

CONTROLUL MANIFESTARII HAOTICE iN FIZICA SI iNTR-O
COLECTIVITATE MICRO-ECONOMICA

Controlul unor procese economice si sociale este fara doar si poate unul dintre cele
mai incitante sarcini pe care economistii si politicienii le pot avea. Controlul unor procese
atat de complexe poate fi reevaluat la nivel stiintific daca se face apel la teoria controlului

manifestarilor haotice [7-8].



Stabilizarea Haosului in sistemele fizice. Problema stabilizdrii unei comportari
haotice a unui sistem fizic prin transformarea orbitelor in orbite periodice sau prin obtinerea
unei stari stabile este indelung studiata atat de teoreticieni cat si de experimentatori.
Avantajul folosirii atractorului haotic este acela ca prezintd o infinitate de orbite instabile
diferite si deci asigura o larga gama de optiuni in ce priveste alegerea adecvata a
parametrilor.

Cele mai folosite metode de reducere a haosului la orbite periodice se bazeaza pe:
edeterminarea directiilor stabile si instabile intr-o sectiune Poincaré; eproceduri de
feedback autocontrolat; eintroducerea unei mici modulatii a parametrului de control;
ecunoagsterea unei comportari dinainte definite.

In ceea ce priveste metoda introducerea unei mici modulatii a unui parametr de
control, teoretic s-a obtinut suprimarea haosului in dinamica diferitelor modele. De
asemenea, controlul haosului cu ajutorul micilor modulatii nu a fost demonstrat in general,
anumite modele specifice ardtdnd reducerea exponentilor Lyapunov ceea ce conduce la
stabilizarea solutiilor periodice usor instabile. Din punct de vedere experimental, s-a
demonstrat ca micile modulatii permit controlarea haosului in diferite sisteme dinamice
cum ar fi sisteme magnetoelastice bistabile, circuite electronice sau laseri cu modularea
pierderilor.

Hubler si Luscher [9] au propus stimularea rezonantei pentru controlul oscilatorilor
neliniari. In acest caz, vectorul perturbatei s-a calculat ca diferenta dintre dinamica dorita si
dinamica sistemului liber. Aceasta metoda are avantajul ca se tine cont de informatia
continutd in sistemul neperturbat. Din nefericire, metoda nu poate fi usor folosita deoarece
in general anumite variabile nu sunt direct accesibile si introducerea coordonatelor
intarziate ar fi greu de facut in timp real. De asemenea dinamica impusa de aceasta metoda
nu poate fi totdeauna implementata prin mici perturbatii si sunt necesare corectii de acelasi
ordin cu semnalul principal.

Metodele de feed-back au la baza ideea de reintroducere in sistemul laser haotic a
unei parti dintr-un parametru de control al sistemului. Aceasta metoda prezintd
dezavantajul ca feed-back-ul este mai greu de obtinut in sisteme haotice cu structuri

complicate unde mult mai usor de folosit sunt metodele de modulare.



Stabilizarea haosului folosind cuplajul dintre doua sisteme haotice se realizeaza prin
sincronizarea oscilatorilor haotici neliniari folosind o mica parte din semnalul de iesire a
sistemului master care este injectatd in sistemul slave. Aceasta metoda are importante
haosului: ,,chaos masking”, ,,chaos modulation” si ,,chaos shift keying”. In primul caz,
mesajul nu este codificat in semnalul purtator ci doar este adaugat acestuia, in timp ce in al
doilea caz purtatoarea este modulata de mesaj. In ambele sisteme, intensitatea mesajului
trebuie sa fie suficient de mica pentru a se evita detectia in domeniile de timp sau frecventa.
In ultimul caz, chaos ,shift keying” se bazeaza pe definirea a doua orbite haotice clar
separate pentru bitii 1 si 0. Decodorul reprezinta copia sistemului de transmisie unde sunt
configurate doua orbite separate pentru detectia bitilor 1 si 0. In aceasta metoda stabilizarea
haosului se realizeaza prin cuplajul celor doi oscilatori master-slave, mesajul transmis
putand fi decodificat datorita stabilizarii orbitelor.

Stabilizarea Haosului in sistemele economice. Modele de control bazate pe
metoda feedback-ului Intarziat pot fi aplicate cu succes pentru a suprima haosul determinist
in modelele micro-economice [10-11]. Plecind de la metoda OGY (Ott, Grebogi si Yorke)
care aplicd observatia ca o solutie haotica are In imediata vecinidtate un numadr infinit de
orbite periodice instabile. Cu toate ca este bine acoperitd din punct de vedere teoretic
implementarea practica este limitata de faptul cd toate marimile necesare pentru a calcula
valorile parametrilor de control ai sistemelor nu sunt date direct dintru-un lant de date
experimentale §i pentru a putea aplica un control trebuie s supunem sistemul unei analize
complexe. Dar chiar si asa exista abordari care aratd modalitatile de aplicare ale metodei in
cazul sistemelor microeconomice [12].

Pentru a exemplifica intr-un mod simplu acest tip de control al unei manifestari
haotice simple sa apelam la modelul consacrat al hartii logistice ce-si are originea in
modelul dinamicii densitatii de populatie a unei specii In schimbarea ei anuald, model creat

de P.F. Verhulst (1845), care este si  prototipul hartilor haotice:
x(n+1)—x(n) = (4a —1)- x(n) —4ax(n)*, unde parametrul a caracterizeazi evolutia
populatiei. Putem sa observdm prezenta a doi termeni, primul o crestere liniard, prin

,reproducere”



<0 for a <1/4 extinctie

(4a—1)-x:{

> 0 for a > 1/4 crestere exponentiala
si cel de al doilea termen o restrictie ne-liniara (prin limitarea resurselor de hrand), care
previne o crestere nelimitatd a populatiei, —4ax’ < 0. Modelul poate cipita o formd mai

compacta, x,,, =r-x,(1-x,), unde parametrul r (parametru neliniar » € [0, 4]) si

conditiile initiale xy € [0, 1], reprezinta parametrii importanti privind evolutia ,,didscreta”
(anuald), a populatiei modelate. In functie de valorile acestor parametrii sistemul poate
evolua spre un punct fix, o traiectorie periodica sau una haotica. Daca sistemul evolueaza
pe o traiectorie haoticd, controlul asupra acestei evolutii se poate realiza, ca si In cazul
majoritdtii hartilor iterative ce urmeaza orbite periodice instabile, prin aplicare unui
feedback in variabila hartii. Fie y, procentul de populatie care este controlatd (prin

modificarea lui x la fiecare An iteratii), adicd x', = x,(1+y). Abilitatea de a controla in

acest fel evolutia haotica depinde critic de valoarea acestor doi parametrii (An fiind corelat
cu periodicitatea principala a ciclului observat).

In figurile de mai jos prezentam evolutia dinamici a modelului. In Figura 1 evolutia
haotica, fara feedback, pentru valorile parametrilor xo=0.8 si r=3.6. In Figura 2 se prezinti
evolutia modelului la care s-a aplicat feedback, y=0.04 si An=5, dar intr-o perioada
anterioard stabilizdrii, sunt prezentate atat punctele evolutiei dinamice libere, cu rosu, cat si
punctele modificate datoritd aplicarii unui feedback la fiecare An puncte, cu verde. In
Figura 3 se prezintd cazul apropierii de zona de stabilizare, cand sistemul tinde sa iasa
dintr-o evolutie haoticd spre una periodici, predictibild. In Figura 3 se observa trecerea
hartii logistice cu control prin feedback activ dintr-o dinamicd haotica intr-o dinamica
periodica, durata (numarul de iteratii) dupa care poate aparea o astfel de manifestare
depinzand de dinamica sistemului, de parametrii de control si de parametrii de feedback,
variind de la sute sau mii, la un numere foarte mari. In Figura 4 se observa revenirea
sistemului la o dinamica haoticd odata cu incetarea feedback-ului

Chiar daca metoda este aplicata unei dinamici extrem de simple (harta logistica) ea
prezintd pe deplin potentele metodei de trecere a unui sistem dinamic dintr-o evolutie
haotica, impredictibild pe termen lung decét prin mijloacele teoriei probabilititilor, intr-o

evolutie periodica, predictibild. Se demonstreaza astfel modul in care, chiar pentru sisteme



la care dinamica nu este cunoscutd, se poate controla evolutia sistemului, in acest caz

printr-o metoda de feedback activ, dezvoltata in fizica pentru multe procese.
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Fig. 1. Evolutia haotica a hartii logistice Fig. 2. Evolutia hartii logistice controlatd prin
feedback, inainte de stabilizare
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Fig. 3. Trecerea hartii logistice dintr-o dinamica haoticd Fig. 4. Revenirea la o dinamicd haoticd odata

intr-o dinamica periodica datoritd feedback-ului cu incetarea feedback-ului

Spre deosebire de aceastd metodd, Pyragas a introdus o modalitate de control a
haosului pentru care cunoasterea ecuatiilor de evolutie ale sistemului nu este necesara
[10,13-14]. Daca traiectoria unui sistem continuu temporal, r(z), sub influenta unei forte de
control este

£(2) = h(r(2),k(1)),
si in absenta controlului (k=0) perioada orbitelor periodice instabile este t, atunci putem

folosii ca forta stabilizatoare forta data de:



k()= Kisv {g[r(t —o)]-g[rt —c(v+1))]},

unde g[r(r)] este o marime scalara si poate fi obtinuta din masurarea traiectoriei sistemului

r(t), s, fiind un parametru de control. Importanta metodei (autosincronizarea prin feedback
intdrziat) este aceea cd parametrul de control poate fi facut sa tindad la zero atunci cand
sistemul atinge orbita dorita.

Diferite alegeri ale fortei de control au fost folosite pentru varianta discreta
temporal a problemei. Rezultatele analitice (bazate pe teoria Floquet) au aratat ca limitarile
controlului sunt corelate cu numarul de multiplicitati reale Floquet (corespunzand cu
orbitele dorite) care sunt mai mari decét unitatea. In aceste tipuri de control prin feedback

ale sistemelor s-au observat o serie de tipuri de bifurcatii (inclusiv Hopf) [15].

MODELUL MICROECONOMIC BEHRENS-FEICHTINGER

O serie intreagd de modele ,.fizice” microeconomice au fost elaborate, dintre
acestea unele relativ simple. Ca extensia la economie a modelului neliniar Richardson a
cursei inarmarilor [16], pentru care controlul prin aplicarea fortei stabilizatoare poate fi
realizat In conditii optime [10], modelul Behrens-Feichtinger, se refera la doud firme avand
strategii asimetrice de investitie.

Modelul se refera la evolutia vanzarilor (x, si y,) a doud firme competitive pe
aceeasl piata de bunuri (cu strategii de investitie asimetrica si activa pentru ambele firme).
Daca o firma nu investeste, in publicitate, cercetare, re-tehnologizare sau dezvoltare este de
asteptat ca vanzdrile firmei respective sa scadd exponential, cu un factor ce caracterizeaza
situatia concretd de pa piatd a firmei, si fiecare firma are posibilitatea sa investeasca pentru
a-si creste vanzarile. Fiecare firma are o abordare diferita a strategiei de investitie, firma X
investeste numai dacd are un avantaj asupra firmei Y, iar cealaltd firma dor dacd are o
pozitie dezavantajoasd. Daca firma X este mai micad si nu investeste — se comportd
defensiv, iar firmaY, fiind mai mare, daca este superioara competitorilor, nu investeste nici
ea— se comportd agresiv. Putem deci descrie o evolutia a vanzarilor celor doua firme, intr-o

scala discreta de timp - x, reprezentand valoarea vanzdrilor firmei X la momentul n

temporal — prin:



X, ,=0-a)x,+¢(x,-y,:a),

Vot =(A=P)y, +§(x, =, D).

cuasiP(0<a, B <1)fiind ratele temporale la care vanzarile ambelor fire scad in absenta

investitiilor (scadere exponentiald). Ideal functia ¢(x, —y, :a) este o functie treaptd

definitd ca fiind zero pentru x <y si egald cu a pentru x> y, dar functia treapta poate fi

aproximati cu ¢(x, — y, :a) = a(l+exp[-c(x, — y,)])", unde ¢ caracterizeaza panta trecerii

de la 0 la a pentru functie (¢ — oo reconstituie functia treapta), si masoara gradul de

neliniaritate.

DEZVOLTAREA MODELULUI MICROECONOMIC

Pentru a adapta modelul microeconomic la conditii de evolutie dinamicd mai

apropiate de conditiile reale vom introduce o serie de modificari care au ca scop

dezvoltarea acestui model matematic si extinderea aplicabilitatii sale.

Pentru inceput propunem adaugarea unui termen aleator privind cunoasterea
diferentei dintre vanzarile celor doua firme, asa cum se intdmpld in realitate, nu
intotdeauna avem informatia corectd despre vanzarile firmei concurente, ci doar
informatii avand un anumit grad de probabilitate. De aceea functia neliniara ce
modeleaza declansarea alocarii de fonduri catre investitii 0 vom modifica folosind o

variabila aleatoare distribuitd Gaussian P.(c,o) (de medie c si variantd o), ce

masoara gradul de incertitudine privind cunoasterea vanzarilor concurente,

#(x, =y, :@) = a(l+expl- Py(c.0) - (x, = y)]) -

Natura distributiei poate sa nu fie Gaussiand, dar acest lucru va fi analizat ulterior.
Termenul este echivalent cu introducerea unui zgomot decizional privind momentul
la care va avea loc o anumita investitie.

Valoarea investita poate fi de asemenea variabild, modelatd de asemenea printr-o
distributie Gaussiand, chiar daca firma are o suma prevazutd pentru investitii,

valoarea acestei investitii nu este de fiecare data identica, ea putand varia functie de



strategia de promovare-dezvoltare aplicatd la momentul respectiv, de oferta

momentana a pietei, etc. Vom modifica deci constanta de investitie a, sau b, prin

¢(x, -y, a)=PF,(a,0)- (l + exp[— c(x, - yn)])_1 ,

Termenul fiind echivalent cu introducerea unui zgomot in valoarea investitiilor.
Controlul haosului este In mod uzual legat de stabilizarea UPO-urilor (orbitelor
periodice instabile). Acest lucru se face prin controlul parametrilor si valorilor
dinamicii sistemului astfel incat toti coeficientii Lyapunov sd devina negativi, iar
traiectoria sistemului s devina periodicad. Vom aborda un nou punct de vedere care
se referd la posibilitatea de ,,control haotic™ astfel incat sistemul sa ramana intr-o
dinamica impredictibila, haotica, dar media variabilei de interes sa poata fi
controlata, astfel incat profitul firmei sd poatd fi imbunatétit. Acest lucru poate fi
realizat, cel putin teoretic, din analiza dinamicii sistemului, prin modificarea
parametrilor de control astfel Incat centrul ,orbitei” traiectoriei sa se deplaseze
controlat.

Intr-un model al pietei mai realist ar trebui tinut seama de existenta pe piatd a unui
numar mai mare de comercianti, presupunand ca fofi acesti agenti au ca obiect de
activitate aceeasi piata de produse similare (sau servicii) si ca pot fi separati, ideal -
intr-o oarecare masurd, de restul sistemului economic. Cuplarea mai multor

comercianti, fiecare avand o dinamica de evolutie similara, caracterizatd de:
x" :(l—am)xm+¢(V—z x",a",c), m=12..M
n+l n mon ) ) D) 9hienn
unde indicele superior face referire la agentul comercial, pe piatd fiind M astfel de

agenti. Cuplarea se face prin termenul V' — zm x", presupunand ca piata este o piatd

cu cerere ,,fixa” sau lent variabild, V reprezentdnd valoare cererii intregii piete
pentru portofoliul de produse-servicii considerate. Desigur, intr-un model mai
elaborat, valoarea acestei marimi va putea depinde de suma investitiilor agentilor
comerciali (prin generarea si conditionarea interesului pentru produse...), de marimi
care sa vind din exteriorul sistemului considerat, cresterea sau scaderea puterii de

cumpdrare, a oportunitatilor sau modificarea legislatiei, etc.



Analiza dinamicii neliniare a modelului microeconomic
Interesant de aratat ca in functie de valoarea coeficientului ¢ avem de a face cu
diferite evolutii temporale ale sistemului, Tn Figura 5 fiind reprezentat arborele cu bifurcatii

realizat pentru cazul a=0.2;b=0.8;a =0.45; 4 =0.8, reprezentand domeniul de valori

posibile pe care le poate lua variabila X functie de modificarea coeficientului c.

025 . i e

Fig. 5. Arborele cu bifurcatii realizat pentru variatia coeficientului functiei ,treapta”

Se observd ca o manifestare haoticd este conditionatd de valori mari ale
coeficientului c, ceea ce inseamna o pantd mare a functiei treapta!
Expresiile care vor definii dinamica neliniara a modelului microeconomic sunt:
a
1+ exp[-c(x, = v,)]
b
1+ expl-c(x, = v,)]

X, =0-a)x, +

Yl :(l—ﬂ)yn +

unde a, b si ¢ sunt parametrii de investitie (constante pozitive). Termenul neliniar descrie
influenta investitiei la timpul n asupra vanzirilor la timpul (n+1). In figura de mai jos este
prezentatd evolutia temporala a vanzarilor firmei X, pentru setul de coeficienti de mai sus,

pentru ¢ =100
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Fig. 6. Seria temporala haotica, discretd, a vanzarilor firmei X.
O alta serie de informatii pot fi obtinute din analiza traiectoriei dinamice a
sistemului in spatiul stirilor (fazelor). In figura de mai jos prezentim, pentru aceeasi
parametrii §i valori initiale evolutia traiectoriei necontrolate, care este 2D datorita

numarului de variabile libere.
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Fig. 7. Evolutia 1n spatiul fazelor pentru sistemul necontrolat

In analiza dinamicii sistemului o altd caracteristicad importanta este acea a pozitiei
punctelor fixe, punctele de initializare ale starii sistemului pentru care traiectoria in spatiul
fazelor este punctuald, sistemul isi conserva valorile variabilelor. Un calcul sumar arata o

valoare a punctelor fixe x =0.01182215476883;y =0.04369975066334, pentru parametrii

prezentati mai sus. Existenta dinamicii haotice este incd odata pusa in evidentd de evolutia

temporara a variabilelor X si Y, vezi figura de mai jos, unde datorita limitarilor in precizia



Fig. 8. Evolutia variabilelor X si Y 1n apropierea punctelor fixe

calculelor, punctele fixe gasite sunt aproximative, traiectoria temporara redevenind haotica
dupd un numar de pasi temporari datoritd abaterii acestora de la valoarea exactd si

dependentei exponentiale a traiectoriilor haotice de valorile initiale.

Predictibilitatea haosului este limitatd in _
ultimd instantd de puternica dependenta a -
traiectoriilor viitoare de conditiile initiale. / AX(Xo,t

XotA%e-~ ’
Sa ne referim la calculul coeficientului Lyapunov /*K T T -

care se refera la modul in care doud traiectorii -

initial adiacente, separate de wun interval

infinitezimal, se separa in timp, Ax(x,,?) = Ax, - exp(A¢), adica

. Daca se cunoaste modul de modelare ala datelor cu anumite
t—
Ax, —>0t

A= lim 11n‘—Ax(x°”)
Ax(]

ecuatii, putem calcula coeficientul Lyapunov local folosind definitia sa:
exp(4) = |AX \/AX 0|. Daca avem doud puncte initiale separate prin AX,, X, si X, +AX,
siohartd 1D, X,,, = f(X,), atunci dupa o iteratie separarea dintre cele doud traiectorii va
deveni AX, = f(X, +AX)) = f(X)) = AX,, -df [dx|,, =AX, - ['(X,)si deci

/1:1n|AX1 /AX0|;1n| f '(X0)|. lar coeficientul Lyapunov global prin mediere pe multe

XY =G(X,,X,), atunci

. .. o -
iteratii A = kgﬁznﬂ In[f"(X,)|. In cazul 2D, X,,, = F(X,

cand conditiile initiale sunt separate de AR infinitezimal ((AR) = (AX )’ +(AY)"), si dupa



o iteratie traiectoriile sunt separate de AX,=AX,-F',(X,))+AY,-F',(X,) si

AY, =AX,-G',(X,)+AY,-G', (X,), (derivatele partiale...) si definim cel mai mare

2

exponent Lyapunov: 1, = }/im %Zj_ollnMRHl /AR,

adica /11 = th N711n|(F'X+F'Y Y'n )2 + (G'X+G'Y Y'n )2|

N QN =0 ] 1+77?

. AY
, cu Y' =—— este tangenta
AX

directiei cresterii maximale (vectorul tangentd), care evolueaza conform

G'\+G,Y', . . g o . 9
= ———r—" si este independent de Y', dupa multe iteratii, deoarece oricare doua
F'.+F'.Y'

n

Lyapunov de-a lungul directiei maxime de separare a traiectoriilor — primul coeficient
Lyapunov.

in decursul iteratiilor paralelogramul conditiilor initiale (AX,,AY,) se distorsioneazi
tipic prin alungirea (cresterea separdrii traiectoriilor) cu preponderenta a unei directii. Aria
paralelogramului scade, iar el devine mai comprimat, cu directia comprimarii schimbandu-

se la fiecare iteratie. Aceastd comportare a spatiului stdrilor (micsorarea volumului si

' Fl
. o . . . . . . . X Y
alungirea...) se datoreaza termenilor din afara diagonalei matricei Jacobian ( ],

|l 1
G X G Y
F', si G',. Pentru a calcula aria paralelogramului dupa prima iteratie sd observam ca aria

paralelogramului, n cazul in care termenii din afara diagonalei matricei Jacobian sunt nuli

(nu se deformeazad, aria dreptunghiului maximal), este 4, = AX|AY, = aAX ,bAY, = ab4,, iar
regiunea goalda are aria DAY,cAX,, astfel incat aria ce rdméane paralelogramului este
A =(ad —bc)4,, determinantul Jacobian-ului, si deci raportul expandarii ariei este
4,/ 4, :|det(J)|. Descriind paralelogramul in termenii directiei de maximad separare a
traiectoriilor A, si a directiei perpendiculare pe aceasta, A, in 2D ... si4; in 3D, — al
doilea coeficient Lyapunov, in acest sistem de coordonate rotit A4 /4, =e"e™, adicd
A+ Ay =1n(4,/ 4)) = In|det(])

coeficientilor Lyapunov (este logaritmul expansiunii raportului hiper-volumului) — a nu se

, care generalizeazd in dimensiuni mai mari suma



uita cd det(J) variazd pe orbitd si da suma coeficientilor locali Lyapunov. Suma
exponentilor globali se obtine prin medierea ln|det(J)| de-a lungul orbitei. Expansiune

globald a ariei nu poate sd fie pozitivd pentru o orbitd marginita, daca sistemul are un
atractor atunci expansiunea trebuie sd fie negativa, corespunzand cu o contractie a
conditiilor initiale pe atractor. Cunoscand determinatul Jacobian-ului si primul coeficient
Lyapunov se poate dermina usor, pentru cazul 2D, din 4 -4, =In|det(J/)| al doilea
coeficient Lyapunov.

Pentru a determina dacd un sistem este haotic este suficient s se determine cel mai
mare coeficient Lyapunov ( 4,), dacd se doreste estimarea predictabilitatii medii este nevoie
de toti coeficientii pozitivi, altfel este nevoie de intreg spectrul de exponenti Lyapunov.

Pentru calculul numeric a celui mai mate exponent Lyapunov (in orice dimensiune)
trebuie sd evaludm numeric derivata de-a lungul directiei de maxima expansiune $i sa-i
mediem logaritmul de-a lungul traiectoriei: [1]| alegem conditiile si separarea initiald in orice

directie, R, si AR, (mdrimea vectorului AR, AR, trebuie sd fie mult mai mica decat
scala schimbarii curgerii dar de cateva ordine de marime mai mare decat precizia
numericd); |2] iterdm un pas temporal si determindm R, si AR,, prima orbitd neperturbata
si a doua cea perturbata; |3| modificam pozitia celei de a doua traiectorii de la R, + AR, la

R, +(AR,/AR))AR,, pentru a mentine orbitele apropiate (la AR;) pe masurd ce ldsam

directia sa se orienteze pe cea a maximului expansiunii; addugdm marimea
A, =In(AR,/AR)) la o medie dinamicd de-a lungul traiectoriei si sarim la pasul [2] pana
cand media pare sd conveargd. Daca sistemul este o curgere, se imparte media rezultatd A,
la pasul temporal / astfel incat unitatile sa fie cele corecte.

Daca avem acces doar la datele directe putem folosii metoda numerica de mai sus cu
modificarea ca in loc sd perturbdm orbita (AR ), cautdm in seria temporalda punctele
apropiate in spatiul starilor ale céror orbite le-am urmarit pentru cativa pasi temporali sau
pana ele se separa prea mult, cand alegem alte puncte apropiate, dar in aceeasi directie [17].
Algoritmul presupune divergenta exponentiald dar nu o verificd si deci nu poate distinge
haosul de zgomot. O altd metoda este aceea de a Tnainta prin seria temporald cautand cel

mai apropiat punct X, de fiecare punct X, din spatiul impachetat temporal m-dimensional,



dupa care mediem logaritmului ratei de separatie a acestor doud puncte pe urmatorii k pasi
temporali [18]. Cel mai mare coeficient Lyapunov este dat de A, =dL,/dk, la valori
intermediare ale lui & (valorile mici ale lui k deoarece punctele nu s-au aliniat pe directia

expansiunii maxime, iar cele mari deoarece se pot apropia de dimensiunea atractorului si sa

cauzeze deviatii de la exponentiald), aici
L=05/N—k=m+1)> " log " (X, s =X, i)’

In principiu putem distinge prin aceasti metoda haosul de zgomotul 1/ f“, unde
coeficientul Hurst este H = (o —1)/2 (vezi analiza R/S), si ar trebui si avem e™ oc k',
adica panta dL, /dk = H/k nu ar trebui sd fie constanta, fatd de cazul haosului unde panta
graficului L, (k) ar trebui s fie constantd (o regiune substantiald de proportionalitate
L, « k trebuie sa fie evidenta in cazul haosului).

Este foarte importantd cunoagterea sau estimarea coeficientilor Lyapunov deoarece de
valoarea lor depinde modul de evolutie a sistemului:

* A <0: indica comportare convergenta catre un atractor stabil sau un singur punct fix
* A > 0: indicd comportare haotica, deviatiile initiale cresc exponential si sistemul este
foarte sensibil la conditiile initiale
» A = 0: indica stabilitate marginald. Valorile lui r cu —A 0: marcheaza puncte de bifurcatie
unde un atractor devine instabil si este inlocuit de unul cu perioada dubla
* A — - oo: exponent divergent marcheaza orbite superstabile In care deviatiile (apropiate
atractorului) dispar extrem de rapid

Coeficient Lyapunov pentru modelul microeconomic, se calculeaza plecand de la
functiile de iteratie ale hartii
F(x,y)=(1-a)x+ a(l + exp[— c(x— y)])_l

G(x,y) = (1= B)y+b(1+expl-c(x- ]

si este intotdeauna posibil sa se scrie o hartd D-dimensionald in termenii unei harti 1D,
proiectia traiectoriei pe axa de observatie, folosind termeni Intarziati ai observabilei, dar in
general numarul termenilor intarziati depasesc D).

Matricea Jacobiana (cazul sistemului fara control, de dimensiune 2) este



_(OF/ox oF/dy ot F'y  FYy

\oGjax oGlay) .. . \G'\ G
F'y=1-a)+ ac(l + exp[— c(x— y)])_2 exp[— c(x— y)]

'y =—ac(l+exp[-c(x = »)])* expl- c(x - y)]

F
G'y = =be(l+expl-c(x = )] exp[-c(x - y)]
= (1= ) +ac(l +expl-c(x - )] * expl-c(x - )]
De exemplu, pentru setul de valori initiale si ale coeficientilor (cu
X,=Y,=Y,=0) a=0.16;b=0.9;c=105;a = 0.46; 5 =0.7, coeficientul 4, =0.3437 si
stiind valoarea determinantului det(J)=-0.97536, gasim valoarea celui de la doilea

coeficient A, =-0.3686.

In figurile de mai jos sunt prezentate suprafetele de evolutie a valorilor acestor doi

coeficienti, pentru setul de coeficienti listati mai sus, pentru conditii initiale X,¥, € (0,1),

si Y',=0.
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Fig. 9. Suprafetele de evolutie a valorilor coeficientilor Lyapunov 1 si 2 pentru sistemul ,,liber”

Se observa ca valoarea principalului coeficient Lyapunov este pozitiva, implicand o
comportare haotica, indiferent de valorile initiale de pornire ale iteratiilor. Dintr-o analiza
similard, functie de valorile coeficientilor, se determind conditiile pentru aparitia haosului,

care sunt < f;a<b.



Controlul comportarii haotice a modelului microeconomic — stabilizarea UPO.

Un control al pietei, realizat de firma Y, se poate realiza datoritd unei modificari
propice a strategiei de investitie, prin adaugarea unei “forte de control”

a
xn+l :(l_a)xn + :Ec(xn’yn)
1+ expl-c(x, = ,)]
b

1+ expl-c(x, - 3,)]

Vo =A=B)y, + +Ky, =y, ) =F,(x,y)+K»,=y,.,)

Mdificarea parametrului de control K induce modificari substantiale in evolutia pietei,
sistemul comuta Intre comportari haotice si periodice.

Controlul haosului este legat de stabilizarea UPO-urilor (orbitelor periodice
instabile), trebuie deci ca exponentul Lyapunov a orbitei stabilizate sa fie schimbat intr-un
asemenea mod astfel incat toti coeficientii Lyapunov sd devind negativi! Trebuie remarcat
faptul ca Jacobianul sistemului controlat, Jx, este 0 matrice care are dimensiunea D mai
mare intotdeauna decat dimensiunea Jacobianului sistemului necontrolat. Faptul este legat
de aparitia unui gard de libertate suplimentar ca efect al fortei de control. Astfel dinamica

sistemului se modifica conform
xn+1 = E‘c(xrﬂyn)
yn+l = Fy(xn7yn) + K(yn _yn—m)

z ntl = Y n
unde m reprezintd intarzierea fata de care se raporteaza forta de control, sistemul trecand in
acest caz intr-o manifestare 3D si nu 2D.

Sa considerdm de exemplu cazul prezentat in figura de mai jos, unde sistemul,

caracterizat de a =0.16;b =0.9;c =105;a = 0.46; f = 0.7, este trecut din stiri necontrolate,

haotice, in stari controlate, periodice.
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Fig. 10. Evolutia temporala a modelului microeconomic controlat, vanzarile celor doua firme, Y si X

Initial sistemul evolueazd pe o orbitd haotica, avand o medie a vanzarilor realizate

de firma Y de m1=0.065. Apoi firma Y comutd pe control, cu parametrii K=0.5, m=1, si

sistemul atinge rapid o orbitd fixa, piata este stabilizatd pe o orbitd de perioadd unu

(vanzarile ambelor firme sunt fixate pe o constanta, sub valoarea medie a vanzarilor,

m2 =0.0438 corespunzand pietei necontrolate). In acest caz controlul este dezavantajos,

implicand o scadere a vanzarilor. Firma Y lasa din nou piata libera, sistemul trece din nou

pe o orbitd haoticd, cu o medie a vanzarilor m3 =0.0649 apropiata de cazul initial, dupa

care sistemul devine din nou controlat, de data asta cu parametrii K=-0.1, m=2, sistemul

trecand de aceastd datd pe o orbitd cu perioadd (deoarece si m=2), avand o medie a

vanzarilor de m4 =0.0721, mai mare ca in cazul necontrolat. In general, posibilitatea

controlului haosului depinde de alegerea variabilei sistem folosita si de timpul de intarziere

(m), se impune deci o analiza teoretica efectuata asupra dinamicii sistemului.

Controlul pietei introdus de firma Y impune stabilizarea Iintregului sistem,

interesant este faptul ca si vanzarile X devin periodice. In cazul controlului cu o perioada

dubla de intarziere, m=2, K=-0.1, vanzarile firmelor oscileaza periodic intre doud valori,

valoarea medie a vanzdrilor fiind mai mare decat valoarea corespunzitoare a pietei

necontrolate. Acest efect este realizat pe cheltuiala celorlalte firme ce actioneaza pe piata.

Important este de aratat este faptul ca Controlul este local in timp - valoarea fortei

de control tinde la zero dupa trecerea sistemului in starea dorita.
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Fig. 11. Evolutia temporala a ,,fortei” de control, realizatd de firma Y, asupra sistemului

Controlul prin feedback intarziat corespunde unei posibile comportari a unei firme
care is1 modifica politica ludnd in considerare valori ale veniturilor sau vanzarilor prezente
si trecute, si pe cele ale unei firme competitoare.

Este de subliniat posibilitatea de control ce se poate realiza si prin controlul altor
parametrii  [7], de exemplu prin descresterea  dimensiunilor investitiilor,

K(y,—y,.,)— Min[0,K(y,—y, )], prin modificarea parametrilor functionali ai

sistemului, b—>b+K(y,—-y,,), sau prin folosirea a mai multor temeni de control

intérZiata K(yn _ynfm) - Kl(yn _yn—l) +K2(yn _yn—Z) .

CORELAREA CU COMPORTARI HAOTICE PREZENTE iN FIZICA
LASERILOR

Dinamica haoticd a modelului permite realizarea de apropieri cu manifestari
similare din fizica, alegand aici discutia manifestdrilor haotice care apar in cazul unei diode
laser cu cavitate extinsd, care functioneaza multimod sau monomod, si asupra céreia se
poate intervenii prin modificarea parametrilor de control ai sistemului, curentul de injectie,
coeficientul de cuplaj al cavitatii exterioare, sau lungimea cavitatii exterioare, ca $i prin
modularea curentului de injectie sau a luminii re-injectate in cavitatea interioara,
realizadndu-se 1n acest fel un control al manifestarii haotice a sistemului, trecerea sa dintr-o
dinamica impredictibila, la o dinamica cunoscuta [19-21].

Modelarea acestui sistem are ca punct de plecare ecuatiile Lang-Kobayashi, aceste

ecuatii sunt considerate in general ca fiind o aproximare validd a modului de operare a unui



laser cu semiconductori operand mono-mod si avand un feedback moderat.
Plecam de la sistemul de ecuatii de rata diferentiale Lang-Kobayashi [22], care

modeleaza emisia campului complex emis de dioda laser monomod cu cavitate exterioara

(E,(t)e ™" = |Em (t)|e_i(“”"’+¢’"(‘)) ), acesta are o comportare data de [23-24]:

dEm (t) _
dt

a- ia){Gm ) - ;JE”’z(Z) +7,E, (t—1)e"" +k,E,, +28,NOE, (1)

P

dN@ 11 s gNO-N) | o Aa )
dt e 1, N ;G’"(t)w’”(t)' 51 Go(0) (1+smEm(t)2)1 (m mc)[AwJ

unde modul singular longitudinal are frecventa unghiulara de oscilatie ( operare in mod

continuu) o, T reprezintd timpul de propagare in cavitate exterioara care are un coeficient

de intoarcere pentru campul re-injectat in cavitate y = 1:/%\/_ = Ko , kexe=0.02...0.6.
T[ Ti

Frecventa unghiulara a modului m a laserului solitar este: Q =, +(m—m,)Aw,,

m=0,£1,+£2,43...M , m. numarul modului central iar M numarul total de moduri active.

Spatierea modurilor longitudinale este data de Ao, el si frecventa de oscilatie

i

oD

instantanee a modului m este o, =Q, + 5 . Termenul complex de emisie aleatoare
¢

spontana & este presupus un zgomot alb necorelat Gaussian <§m,§n> =0, ,cumedie zero si

rata de emisie spontana (. Presupunem de asemenea ca factorul de putere cuplata de

cavitatea exterioara este acelasi pentru toate modurile, y,, <> 7, si ca nu exista corelatie

intre modurile reinjectate, de asemenea pentru cazul unui feedbck selectiv, pe un singur

mod, n, 7, =k,,0,,. Ao, (2n-4.7 THz) este banda céstigului materialului laser.

ext~ mn

Desigur, cel putin din punct de vedere formal, dinamica prezentd de acest model
este mai ,,complicatd” decat dinamica prezentatd de modelul microeconomic, dar sd nu
uitam ca folosind anumite schimbari de variabile, si fixdnd anumiti parametrii ai sistemului,
ecuatiile care descriu aceastd dinamica se reduc la sisteme mai compacte, nu cu mult

deosebite de dinamica modelului microeconomic cu un numar oarecare de agenti.



Primul lucru care ar fi de remarcat ar fi acela al existentei unui numar de moduri
longitudinale active simultan, echivalentul agentilor din modelul microeconomic, formal
prezentate de oscilatori haotici avand ecuatii dinamice simulare, dar cu coeficienti diferiti
(care 1i separa ca i comportament), actionand toti pe acelasi sistem fizic, competitivi n
sensul ca toate modurile (oscilatorii haotici) sunt cuplate avand aceeasi sursa de “hranire”
(curentul injectat) si fiind sub aceleasi conditii de feed-back, similar agentilor economici
care sunt competitivi pe o piata relativ fixa, cu variatii relativ lente ale capitalului total
circulat, toti aflandu-se in conditiile aceleiasi dinamici globale.

Desigur, ca si in sistemul laser putem avea doar doua firme (moduri) ,,active”, sau
un numar relativ mare de firme concurente. Ca si in cazul emisiei laser, putem controla
dinamica haotica, fir prin controlul feed-back-ului fie prin modularea unui anumit
parametru, realizdndu-se in ambele cazuri o estimare viitoare a evolutiei dinamice a
sistemului.

Sa vedem cateva dintre evolutiile sistemului laser si modul in care acestea ar putea
avea un corespondent in sistemul microeconomic analizat.

In cazul sistemului laser solitar, care evolueazi monomod, fird cuplaj cu un alt
sistem laser, evolutia dinamicii haotice este drastic influentata de valorile parametrilor, ca
si in cazul dinamicii modelului microeconomic, si poate evolua pe o orbitd fixa, pe o

traiectorie haotica slab sau inalt haotica (vezi Figura 11)

a5 | P(mw) [P Tremwn)

I=18mA, t=200ps, v=10k
—— P=B.ETMW, 1=40.1 mA, =200ps, y=4/t

- i 5]
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Fig. 11. In functie de parametrii de control sistemul laser poate evolua pe: a) orbite fixe sau inalt haotice, b)
stari haotice joase sau c) stari de inalta dimensiune haotica — fluctuatiile de inalta frecventa, in apropierea
criticalitatii

O situatie interesantd, care poate avea o echivalentd intr-o aplicatie asupra
modelului microeconomic este modul de functionare a doua sisteme (laser) monomod

identice cuplate, unul — master, evoluand ca in cazul figurii 12 Intr-un punct fix (emisie



continui - nehaotica) si celilalt — slave functionand pe o orbita haotica. In functie de gradul
de ,control” (factor de cuplaj) sistemul master isi impune evolutia proprie asupra
sistemului slave, daca controlul este puternic, slave-ul isi paraseste propria orbita haotica si
urmeaza In traiectoria masterului, important de remarct ca acest lucru este valabil si daca
masterul are el insuti o traiectorie haoticd diferita de cea a slave-ului. Daca puterea
controlului scade slave-ul trece prin stari haotice joase spre starea sa caracteristica, atinsa la
o valoare suficient de mica a influentei exterioare.

O alta modalitate de control a traiectoriei haotice a unui sistem, laser in acest caz,
este modularea unui parametru de control al sistemului. Acestd modulare se poate realiza
prin controlul curentului injectat in dioda laser sau prin modularea electro-optica, de faza, a
luminii re-injectate din cavitatea exterioara. Foarte interesantd este manifestarea de
rezonanta, care apare in acest caz, spre deosebire de rezonanta anterioara, master-slave la

care starea rezonantd reproducea starea de referintd, in acest caz, modularea exterioara
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Fig. 12. In functie de parametrul de cuplaj master-slave, emisia slave-ului este influentata in mod dramatic de
controlul master-ului (de la stanga spre dreapta marimea factorului de cuplaj scade)

(sinusoidala de diferite frecvente) induce in sistem raspunsuri sincrone (vezi Figura 13) dar
nu identice cu dinamica controlului. Se produce o modificare evidentd a dinamicii
sistemului, care trece dintr-o evolutie de tip fluctuatii de joasd frecventd, LFF, la limita
criticalitatii, Intr-o manifestare controlata, similard ca forma exterioard, dar cu frecvente ale
cdderilor de putere ce caracterizeaza LFF, care sunt intr-o relatie de raport de numere
intregi cu frecventa modulatoare. Aceasta sincronicitete a manifestdrilor nu se produce
pentru orice frecventd modulatoare, ci doar pentru anumite, in apropierea acestora sistemul

avand comportari ce arata tendinta de cuplare a traiectoriilor (vezi figura de mai jos).



Fig. 13. Controlul evolutiei haotice prin modularea electro-optica a cdmpului reinjectat. Sus stinga — emisia
haotica de tip fluctuatii de joasa frecventa a diodei laser fara control, sus-dreapta — frecventa de control a
modulatorului electro-optic este de 1e6 Hz (stare rezonatd), jos-stanga — frecventa de control a modulatorului
electro-optic este de 5e6 Hz (stare rezonatd), si jos-dreapta — in apropierea unei frecvente de rezonanta,
oscilatorul Incerca comuta din stéri rezonante pe stari ne-rezonante

Foarte interesantd din punct de vedere al manifestarilor pe care le asteptam din
partea modelului microeconomic avand un numar mare de agenti, este comportarea
sistemului laser multimod, de fapt un numdr de oscilatori (agenti) haotici similari,
actionand toti pe acelasi sistem fizic, competitivi cuplati. In cazul functiondrii sistemului in
modul de LFF (sistemul prezintd modificdri intermitente ale emisiei laser, cu caderi
repetate dar nu strict periodice la zero) se observa (Figura 14) ca toate modurile active sunt

-

intr-o stare ,,rerzonantd”. Ele au caderi comune la zero, dar intre caderi anvelopa emisiei

fiecarui mod pare cd are o evolutie independenta (Figura 15).



Fig. 14. Seria temporala pentru 1ps (0 4 106T1|tem¢$j) emisie LFF. Se obsewa ca modulatia de “joasa

Fig. 15. Se observa modulatia de “joasa frecventd” (LFF) care apare prezenta pe toate modurile active ale
laserului, dar i rezonanta modurilor in interiorul anvelopei prin pulsurile de putere corelate intre moduri.

De asemenea interesantd este comportarea la scard temporald foarte micd a modurilor,
ele par a fi compuse din spike-uri corelate pe toate modurile, dar de amplitudini diferite,
care formeaza anvelopa observabild la scard temporald mare a fluctuatiilor de joasa
frecventd. Aceastd comportare de corelare intre dinamica modurilor-agentilor dispare

atunci cand curentul de injectie creste si nu mai suntem 1n conditiile LFF, modurile avand
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de aceasta data o evolutie haotica, ce pare independenta (Figura 16).
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laserului si lipsa corelatiilor in structura intima a dinamicii acestor moduri.



Si in cazul dinamicii modelului microeconomic cu un numar mare de agenti ar trebui
sa ne asteptdm la manifestari similare, in anumite conditii dinamice, agentii comerciali ar
trebuil sd manifeste comportari inter-corelate, in care evolutiile temporale ale fiecaruia sa
corespunda cu ale celorlalti, iar in cazul altor parametrii dinamici, traiectoriile temporale
ale fiecarui agent ar putea sa pard complet haotice si lipsite de corelatie cu ai celorlalti. Este
de fapt manifestarea care se observa in realitate, unde dinamica unitatilor de pe o piata pare
stohasticd, intampldtoare, si corelatiile cu dinamica altor agenti este forte greu de pus in

evidenta.
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